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Wykład Nr 1 

Odkształcenia belek zginanych – metoda grafoanalityczna

belka fikcyjna (belka wtórna), obciążenie fikcyjne (obciążenie wtórne), fikcyjna siła tnąca,
fikcyjny moment gnący, kąt obrotu belki, ugięcie belki, warunki brzegowe, więzy belki
fikcyjnej, odkształcenia belek o zmiennych sztywnościach, sztywność zastępcza.



Zalecana literatura:
- teoria, przykłady obliczeniowe, ćwiczenia laboratoryjne
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Do powtórzenia:
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𝑬𝑱𝒚 = ඵ−𝑴𝒈(𝒛)𝒅𝒛𝒅𝒛 + 𝑪𝒛 + 𝑫

E – moduł Younga
J – moment bezwładności
Mg(z) – moment gnący

𝑪,𝑫 – stałe całkowania, wyznaczane na podstawie warunków brzegowych
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Rów. różniczkowe linii ugięcia



Belka rzeczywista:

1.1. Belka rzeczywista i belka fikcyjna
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Równanie różniczkowe linii ugięcia belki:

𝑬𝑱
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒛𝟐
= −𝑴𝒈(𝒛)

E – moduł Younga
J – moment bezwładności
Mg(z) – moment zginający
y – ugięcie belki
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Belka fikcyjna (wtórna):
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෩𝑹B෩𝑹A

EJ

C

Mg

z

Belka fikcyjna:

 belka o długości belki rzeczywistej,

 odpowiednio utwierdzona (patrz p. 1.2),
 obciążona obciążeniem fikcyjnym

(wtórnym), tj. obciążeniem ciągłym
odpowiadającym rozkładowi momentu
zginającego w belce rzeczywistej:

෥𝒒 = 𝑴𝒈(𝒛).

Mg(z)

෥𝒒 = 𝑴𝒈(𝒛) (Nm)

UWAGA:
Przy zachowaniu umowy co do znaków momentów
zginających i odkształceń jak na rysunku (tj. oś y
skierowana w dół) dodatni moment zginający w belce
rzeczywistej obciąża belkę fikcyjną ku dołowi (zgodnie
ze zwrotem osi y).

 stałej sztywności (por. p. 1.6),



1.1. Belka rzeczywista i belka fikcyjna
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Równanie różniczkowe linii ugięcia belki rzeczywistej:

𝑬𝑱
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒛𝟐
= −𝑴𝒈(𝒛)
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Belka rzeczywista:

z
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෥𝒒 = 𝑴𝒈(𝒛)

Belka fikcyjna :
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Belka fikcyjna (twierdzenie Schwedlera – Żurawskiego ) :

෥𝒒 𝒛 = −
𝒅෩𝑻(𝒛)

𝒅𝒛
= −

𝒅𝟐 ෩𝑴𝒈(𝒛)

𝒅𝒛𝟐
(2)
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𝒅𝒛
+ 𝑪

𝑬𝑱
𝒅𝒚

𝒅𝒛
= ෩𝑻 𝒛 + 𝑪
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෥𝒒(𝒛)
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1.1. Belka rzeczywista i belka fikcyjna
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Belka rzeczywista:

z

෩𝑹B෩𝑹A
C

෥𝒒 = 𝑴𝒈(𝒛)

Belka fikcyjna :

෩𝑻

෩𝑴𝒈

෩𝑹A
C

𝑬𝑱 ሶ𝒚 = ෩𝑻 𝒛 + 𝑪 𝑬𝑱𝒚 = ෩𝑴𝒈 𝒛 + 𝑪𝒛 + 𝑫

෥𝒒(𝒛)

1 Jeżeli zostaną odpowiednio dobrane warunki brzegowe belki

fikcyjnej, tak, by stałe całkowania 𝑪 i 𝑫 były równe zero, tj.

𝑪 = 𝟎 oraz 𝑫 = 𝟎,

wówczas kąt obrotu (𝛂 ≡ ሶ𝒚) oraz ugięcie (𝒚) w dowolnym
przekroju belki, będzie można obliczyć z prostych zależności:

𝜶(𝒛) =
෩𝑻 𝒛

𝑬𝑱
𝒚(𝒛) =

෩𝑴𝒈 𝒛

𝑬𝑱

gdzie:

෩𝑻 𝒛 - fikcyjna siła poprzeczna w danym punkcie 

(o współrzędnej „z”),

෩𝑴𝒈 𝒛 - fikcyjny moment zginający w danym punkcie, 

𝑬𝑱 - sztywność (giętna) belki fikcyjnej

Uwaga: sztywność EJ jest stała dla całej belki fikcyjnej (nawet
gdy sztywność belki rzeczywistej jest zmienna), nie jest to
sztywność tylko w danym punkcie (por. p. 1.6).

Jak dobrać warunki brzegowe by spełniony był postulat 1 …

z



1.2. Belka fikcyjna – warunki brzegowe
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𝑬𝑱 ሶ𝒚 = ෩𝑻 𝒛 + 𝑪

𝑬𝑱𝒚 = ෩𝑴𝒈 𝒛 + 𝑪𝒛 + 𝑫

෥𝒒(𝒛)

𝑪 = 𝟎 𝑫 = 𝟎

𝜶(𝒛) = Τ෩𝑻 𝒛 𝑬𝑱

𝒚(𝒛) = Τ෩𝑴𝒈 𝒛 𝑬𝑱
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A A
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𝜶𝑨 ≠ 𝟎
𝒚𝑨 = 𝟎

𝜶𝑨 = 𝟎
𝒚𝑨 = 𝟎

𝜶𝑨 ≠ 𝟎
𝒚𝑨 ≠ 𝟎

𝜶𝑨 ≠ 𝟎
𝒚𝑨 = 𝟎

𝜶𝑨 ≠ 𝟎
𝒚𝑨 ≠ 𝟎

෩𝑻𝑨 ≠ 𝟎
෩𝑴𝑨 = 𝟎

෩𝑻𝑨 = 𝟎
෩𝑴𝑨 = 𝟎

෩𝑻𝑨 ≠ 𝟎
෩𝑴𝑨 ≠ 𝟎

෩𝑻𝑨 ≠ 𝟎
෩𝑴𝑨 = 𝟎

෩𝑻𝑨 ≠ 𝟎
෩𝑴𝑨 ≠ 𝟎

𝜶(𝒛) = 𝟎 ෩𝑻 𝒛 = 𝟎

𝒚(𝒛) = 𝟎 ෩𝑴𝒈 𝒛 = 𝟎



Szkic , c

1.3. Zależności na pola powierzchni i środki ciężkości figur 
opisujących rozkłady momentów zginających
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𝜶𝑫 = Τ෩𝑻𝑫 𝑬𝑱 𝒚𝑫 = Τ෩𝑴𝒈𝑫 𝑬𝑱

෩𝑻𝑫
෩𝑴𝒈𝑫

෩𝑹A D

𝑴𝒈(𝒛)

EJ


c

Wykresy momentów gnących, stanowiące obciążenie wtórne,
można podzielić na proste figury geometryczne. Znajomość pól tych
figur () i położenia ich środka ciężkości (c) pozwala łatwo
wyznaczyć fikcyjne siły wewnętrzne (෩𝑻, ෩𝑴).
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1.4. Wyznaczanie wypadkowych obciążeń wtórnych
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1.4. Wyznaczanie wypadkowych obciążeń wtórnych
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1.5. Wyznaczanie odkształceń belek o stałej sztywności 
- przykłady
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Przykład 1.3

Dane: EJ, q, l Szukane: f(l/2), A, B

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie środka belki jak na rysunku (y(l/2)) oraz kąty
obrotu w przekrojach podporowych (A, B).

A B

𝑷 = 𝒒𝒍𝒒
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1° Momenty gnące związane z działaniem siły P:

Szkic , c

b

hC

c

 =
𝒃𝒉

𝟐

𝒄 =
𝒃

𝟑

P

l/6l/6



1.5. Wyznaczanie odkształceń belek o stałej sztywności 
- przykłady
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Przykład 1.3

Dane: EJ, q, l Szukane: f(l/2), A, B

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie środka belki jak na rysunku (y(l/2)) oraz kąty
obrotu w przekrojach podporowych (A, B).

A B
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𝟑𝒃

𝟖

q

𝟑

𝟏𝟔
𝒍

𝟑

𝟏𝟔
𝒍
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Przykład 1.3

Dane: EJ, q, l Szukane: f(l/2), A, B

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie środka belki jak na rysunku (y(l/2)) oraz kąty
obrotu w przekrojach podporowych (A, B).

A B

𝑷 = 𝒒𝒍𝒒
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l/2 l/2y

z

ഥ𝑹Bഥ𝑹A

A B

෍
𝒊=𝟏

𝒏

𝑴𝒊𝑩 = 𝟎 𝑹𝑴𝑨 = 𝒒𝒍𝟐
𝟏

𝒍
= 𝒒𝒍

𝑴𝒈𝑴

z 𝑴𝒈𝑴(𝒛=𝟎) = 𝒒𝒍𝟐

𝒒𝒍𝟐
M

M =
𝟏

𝟐
∙ 𝒍 ∙ 𝒒𝒍𝟐 M =

𝒒𝒍𝟑

𝟐

3° Momenty gnące związane z działaniem momentu M:

ഥ𝑹MBഥ𝑹MA

𝑴𝒈𝑴(𝒛) = 𝒒𝒍𝟐 − 𝒒𝒍 ∙ 𝒛

𝑴𝒈𝑴(𝒛=𝒍) = 𝟎

l/3

Szkic , c

b

hC

c

 =
𝒃𝒉

𝟐

𝒄 =
𝒃

𝟑
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Przykład 1.3

Dane: EJ, q, l Szukane: f(l/2), A, B

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie środka belki jak na rysunku (y(l/2)) oraz kąty
obrotu w przekrojach podporowych (A, B).

A B

𝑷 = 𝒒𝒍𝒒
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l/2 l/2
y

z

ഥ𝑹Bഥ𝑹A

A B

4° Ustalanie warunków brzegowych i obciążenia 

belki fikcyjnej:

෩𝑹B෩𝑹A

Belka rzeczywista Belka fikcyjna 

A A
𝜶𝑨 ≠ 𝟎
𝒚𝑨 = 𝟎

෩𝑻𝑨 ≠ 𝟎
෩𝑴𝑨 = 𝟎

P P

l/6l/6

𝟑

𝟏𝟔
𝒍

𝟑

𝟏𝟔
𝒍q q

l/3

M

P =
𝒒𝒍𝟑

𝟏𝟔
q =

𝒒𝒍𝟑

𝟐𝟒
M =

𝒒𝒍𝟑

𝟐

5° Reakcje belki fikcyjnej: ෍
𝒊=𝟏

𝒏
෩𝑴𝒊𝑨 = 𝟎

−q

𝟓

𝟏𝟔
𝒍 −M

𝒍

𝟑
−P

𝒍

𝟑
− P

𝟐

𝟑
𝒍 − q

𝟏𝟏

𝟏𝟔
𝒍 + ෩𝑹B𝒍 = 𝟎

෩𝑹B = q +P +
𝟏

𝟑
M ෩𝑹B =

𝟏𝟑𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖

෍
𝒊=𝟏

𝒏
෩𝑭𝒊𝒚 = 𝟎 ෩𝑹A− 𝟐q − M − 𝟐P + ෩𝑹B = 𝟎

෩𝑹A = 2q + 2P + M − ෩𝑹B
෩𝑹A =

𝟐𝟏𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖
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Przykład 1.3

Dane: EJ, q, l Szukane: f(l/2), A, B

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie środka belki jak na rysunku (y(l/2)) oraz kąty
obrotu w przekrojach podporowych (A, B).

A B

𝒒
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l/2 l/2
y

z

ഥ𝑹Bഥ𝑹A

A B

6° Obliczenia kątów obrotu w przekrojach podporowych:

෩𝑹B෩𝑹A
P P

l/6l/6

𝟑

𝟏𝟔
𝒍

𝟑

𝟏𝟔
𝒍q q

l/3

M

෩𝑹B =
𝟏𝟑𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖
෩𝑹A =

𝟐𝟏𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖

P =
𝒒𝒍𝟑

𝟏𝟔
q =

𝒒𝒍𝟑

𝟐𝟒
M =

𝒒𝒍𝟑

𝟐

𝜶𝑨 =
෩𝑻𝑨
𝑬𝑱

=
෩𝑹𝑨
𝑬𝑱

𝜶A =
𝟐𝟏𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖𝑬𝑱

𝜶𝑩 =
෩𝑻𝑩
𝑬𝑱

= −
෩𝑹𝑩
𝑬𝑱

𝜶B = −
𝟏𝟑𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖𝑬𝑱

𝑷 = 𝒒𝒍

(por. z wynikami z wykładu nr 9 
z Podstaw wytrzymałości materiałów)
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Przykład 1.3 Dane: EJ, q, l Szukane: f(l/2), A, B

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie środka belki jak na rysunku (y(l/2)) oraz kąty
obrotu w przekrojach podporowych (A, B).

A B

𝒒
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l/2 l/2
y

z

ഥ𝑹Bഥ𝑹A

7° Obliczenia ugięcia środka belki:

෩𝑹B =
𝟏𝟑𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖
෩𝑹A =

𝟐𝟏𝒒𝒍𝟑

𝟒𝟖
P =

𝒒𝒍𝟑

𝟏𝟔
q =

𝒒𝒍𝟑

𝟐𝟒𝑷 = 𝒒𝒍

B

𝒒𝒍𝟐

𝟒

P

l/6

P

l/6
MgP

𝒒𝒍𝟐

𝟖

Mgq

q q

𝟑

𝟏𝟔
𝒍

𝟑

𝟏𝟔
𝒍

𝟎. 𝟓𝒒𝒍𝟐
𝒒𝒍𝟐

MgM

l/6 MP

෩𝑹B

MP

P q

෩ 𝑴
𝒈
(𝒍
/𝟐
) ෩ 𝑻
(𝒍
/𝟐
)

MP =
𝟏

𝟐
∙
𝒍

𝟐
∙
𝟏

𝟐
𝒒𝒍𝟐 MP =

𝒒𝒍𝟑

𝟖

b

hC

c

 =
𝒃𝒉

𝟐

෩𝑴𝒈(𝒍/𝟐) = ෩𝑹B ∙
𝒍

𝟐
−q ∙

𝟑𝒍

𝟏𝟔
−P ∙

𝒍

𝟔
−MP ∙

𝒍

𝟔

𝒄 =
𝒃

𝟑

෩𝑴𝒈(𝒍/𝟐) =
𝟑𝟕𝒒𝒍𝟒

𝟑𝟖𝟒

𝒚(𝒍/𝟐) =
෩𝑴𝒈 𝒍/𝟐

𝑬𝑱

෩𝑴𝒈(𝒍/𝟐) =
𝟑𝟕𝒒𝒍𝟒

𝟑𝟖𝟒𝑬𝑱

(por. z wynikami z wykładu nr 9 
z Podstaw wytrzymałości materiałów)
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Równanie różniczkowe linii ugięcia belki: 𝑬𝑱 ሷ𝒚 = −𝑴𝒈(𝒛) ሷ𝒚 = −
𝑴𝒈(𝒛)

𝑬𝑱

Odkształcenie belki zależy od stosunku Mg(z)/EJ: to znaczy, że jest wprost proporcjonalne do 
momentu zginającego Mg i odwrotnie proporcjonalne do sztywności EJ:

 odkształcenie belki w dowolnym przekroju nie ulegnie zmianie, jeśli na żadnym jej
odcinku nie zmieni się stosunek Mg(z)/EJ,

 zmiana odkształcenia belki w dowolnym jej przekroju w związku z n-krotnym
wzrostem sztywności (EJ) na pewnym odcinku, jest taka sama jak zmiana wywołana
n-krotnym zmniejszeniem momentu zginającego (Mg) w obrębie tego samego
odcinka.

Wnioski:

Stosując metodę obciążeń wtórnych do belek o zmiennej sztywności, należy:

 przyjąć stałą na całej długości zastępczą sztywność belki fikcyjnej – (𝑬𝑱)𝒛 (zazwyczaj jest to największa

sztywność występująca w obrębie belki rzeczywistej: (𝑬𝑱)𝒛= (𝑬𝑱)𝒎𝒂𝒙),
 na kolejnych odcinkach „𝒊”, o sztywnościach belki rzeczywistej (𝑬𝑱)𝒊, przykładać do belki fikcyjnej

zastępcze obciążenie wtórne 𝑴𝒈𝒛𝒊, wynoszące:

𝑴𝒈𝒛𝒊 = 𝑴𝒈𝒊

(𝑬𝑱)𝒛

(𝑬𝑱)𝒊

gdzie: 

𝑴𝒈𝒊 - moment zginający wyznaczony dla odcinka „i ” belki rzeczywistej.
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Przykład 1.4

Dane: EJ, P, a

y

z

Szukane: fA, A

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie (fA) oraz kąt obrotu (A) swobodnego
końca belki wspornikowej jak na rysunku.

a

A C

ഥ𝑹C𝟐𝑷𝑷

a
B

𝑴𝑼

EJ 2EJ

z
Mg

𝑴𝒈𝑨 = 𝟎 𝑴𝒈𝑩 = −𝑷𝒂 𝑴𝒈𝑪 = −𝟐𝑷𝒂 − 𝟐𝑷𝒂 = −𝟒𝑷𝒂

1) Rzeczywiste momenty gnące:

2) Belka fikcyjna:
CA

CA

belka rzeczywista
belka fikcyjna

sztywność zastępcza:  (𝑬𝑱)𝒛= 𝟐𝑬𝑱

3) Obciążenie zastępcze:

𝑴𝒈𝒛𝒊 = 𝑴𝒈𝒊

(𝑬𝑱)𝒛

(𝑬𝑱)𝒊

𝑴𝒈𝒛
𝑨−𝑩 = 𝑴𝒈

𝑨−𝑩
𝟐𝑬𝑱

𝑬𝑱
= 𝟐𝑴𝒈

𝑨−𝑩

𝑴𝒈𝒛
𝑩−𝑪 = 𝑴𝒈

𝑩−𝑪
𝟐𝑬𝑱

𝟐𝑬𝑱
= 𝑴𝒈

𝑩−𝑪

−𝑷𝒂

−𝟒𝑷𝒂

A C
B

2EJ

−𝟐𝑷𝒂

−𝟒𝑷𝒂

𝑷𝒂

1 2

3

෩𝑹𝑨
1 =

𝟏

𝟐
∙ 𝒂 ∙ 𝟐𝑷𝒂 1 = 𝑷𝒂𝟐

2 = 𝒂 ∙ 𝑷𝒂 2 = 𝑷𝒂𝟐

3 =
𝟏

𝟐
∙ 𝒂 ∙ 𝟑𝑷𝒂 3 = 𝟏. 𝟓𝑷𝒂𝟐

𝟐

𝟑
𝒂

𝟏

𝟐
𝒂

𝒂

𝟑
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Przykład 1.4

y

z

Stosując metodę obciążeń wtórnych obliczyć ugięcie (fA) oraz kąt obrotu (A) swobodnego
końca belki wspornikowej jak na rysunku.

a

A C

ഥ𝑹C𝟐𝑷𝑷

a
B

𝑴𝑼

EJ 2EJ

z
Mg

4) Kąt obrotu swobodnego końca belki:

−𝑷𝒂

−𝟒𝑷𝒂

A C
B

2EJ

−𝟐𝑷𝒂

−𝟒𝑷𝒂

𝑷𝒂

1 2

3

෩𝑹𝑨

1 = 𝑷𝒂𝟐 2 = 𝑷𝒂𝟐 3 = 𝟏. 𝟓𝑷𝒂𝟐

𝟐

𝟑
𝒂

𝟏

𝟐
𝒂

𝒂

𝟑

Dane: EJ, P, a Szukane: fA, A

𝜶𝑨 =
෩𝑻𝑨
𝑬𝑱 𝒛

෩𝑻A = − 1 + 2 +3 = − 𝑷𝒂𝟐 + 𝑷𝒂𝟐 + 𝟏. 𝟓𝑷𝒂𝟐

෩𝑻A = −
𝟕

𝟐
𝑷𝒂𝟐

𝜶𝑨 = −
𝟕

𝟒𝑬𝑱
𝑷𝒂𝟐

(𝑬𝑱)𝒛= 𝟐𝑬𝑱

5) Ugięcie swobodnego końca belki: 𝒇𝑨 =
෩𝑴𝑨

𝑬𝑱 𝒛

෩𝑴A = 1 ∙
𝟐

𝟑
𝒂 +2 ∙

𝟑

𝟐
𝒂 + 3 ∙

𝟓

𝟑
𝒂

෩𝑴A =
𝟏𝟒

𝟑
𝑷𝒂𝟑

𝒇𝑨 =
𝟕

𝟑𝑬𝑱
𝑷𝒂𝟑

(𝑬𝑱)𝒛= 𝟐𝑬𝑱


