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“m Do powtodrzenia:
AGH

Réw-rézniczkowe linii ugiecia
/ 1 E — modut Younga \
X J — moment bezwtadnosci

<= E]y 3 f@g(z) M,, —momentgnacy

. E]y= j_Mg(Z)dZ-I_C

>-¢..,_\ -7 z
—” —

e ESEC! EJy = J ] ~M,,dzdz + Cz + D
vY
\ C, D - state catkowania, wyznaczane na podstawie warunkow brzegowych /
/—M-:-Schwe';i IerauZufrawskJegg ——gp : \
q=q@) % [ o U w@———w
T T T‘ 1 'T' M, + dM,

t | dM ]

- a._.1 7 ( o Ip’z | T(z) = dzg
R, : % 1B R, M, T +dT

e i e d2M

v Yyt 4(2) = ~——°

; = Z ;




!I“le 1.1. Belka rzeczywista i belka fikcyjna

Réwnanie réozniczkowe linii ugiecia belki: = Belka rzeczywista:

d?y

E]@ = _Mg(z) (1) %c =
E — modut Younga Ry E) \/“ 4
J — moment bezwtadnosci -
M,(z) —moment zginajacy S =

y — ugiecie belki , c \.Y=9(2)
et R

-Belka fikcyjna: Yv

WA
/
70
I
kf
\
\
\
\
§\
N

7

» belka o dtugosci belki rzeczywistej,

N

statej sztywnosci (por. p. 1.6),

odpowiednio utwierdzona (patrz p. 1.2),
obcigzona obcigzeniem fikcyjnym
(wtéornym), tj. obcigzeniem cigglym
odpowiadajgcym rozktadowi momentu K’A

zginajgcego w  belce rzeczywistej: C
q= Mg (2)-

YV VYV

NY

UWAGA:
Przy zachowaniu umowy co do znakéw momentow 7 -

zginajacych i odksztatcern jak na rysunku (tj. o$ y | q= Mg(Z) (Nm)
skierowana w dot) dodatni moment zginajgcy w belce
rzeczywistej obcigza belke fikcyjng ku dotowi (zgodnie y
ze zwrotem osi y).
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‘Belka rzeczywista:| =(N
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Ry EJ e
S~ C -7 z
-
% N P - 7
IC y=9(2)
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M i 5
2 Belka f|kcyj My(@) : _
R, | Rp
c: -
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“m 1.1. Belka rzeczywista i belka fikcyjna

Réwnanie rézniczkowe linii ugiecia belki rzeczywistej:
y _ 1)
E]ﬁ - _Mg (Z)

Belka fikcyjna) (twierdzenie Schwedlera = Zurawskiego ) :

. dT( d2My(2)
q(z) = — 17 dz (2)_|$

uwzgledniajac: q(z) = M4(z) (3)]

Q d*M ,(z)
d22 = —Mg(z) (4) i I:}
Q d*M ,(z) )
g
E] dz2 dz> )
éTQﬂ

an
Y D 6 =
dz

catkujac (5): E] d

L, E]— =T@+C | 1)

catkujac (6):  EJy = Mg(z) +Cz+D (8




mmm 1.1. Belka rzeczywista i belka fikcyjna

AGH
Belk ista: —
elka rzec;sz:s a: q (N /m)
C
R R
A EJ B
So - C P — yA
- — -
Z Ner = -
IC y=9(z)
Vr ;
- ,: - - - »
Z | 2
M i i
*¥ Belka fikcyjna -
R, | Rp
; -
. ! i

EJy=T(2)+C | EJ]y=My(2)+Cz+D

1° Jezeli zostang odpowiednio dobrane warunki brzegowe belki
fikcyjnej, tak, by state catkowania C i D byty réwne zero, tj.
C=0o0razD =0,

wowczas kat obrotu (o = y) oraz ugiecie (y) w dowolnym
przekroju belki, bedzie mozna obliczy¢ z prostych zaleznosci:

a(z)

Y(z)sn EJ

gdzie:

T(z) - fikcyjna sita poprzeczna w danym punkcie
(o wspoétrzednej ,,2”),

~

Mg(z) - fikcyjny moment zginajacy w danym punkcie,

EJ - sztywno$¢ (gietna) belki fikcyjnej

Uwaga: sztywnos¢ EJ jest stata dla catej belki fikcyjnej (nawet
gdy sztywnosc¢ belki rzeczywistej jest zmienna), nie jest to
sztywnos¢ tylko w danym punkcie (por. p. 1.6).

Jak dobra¢ warunki brzegowe by spetniony byt postulat 1° ...



“m 1.2. Belka fikcyjna - warunki brzegowe

AGH
E T(z) +C ay = T/E
'Belka rzeczywista:| g (N / ) VAN ) =— () (Z)/j
Y m - .
EJy = Mg(z)+Cz+D oy My, /E]
c=0 _p=0]
, Belka rzeczywista Belka fikcyjna
Vr ! > -
,,E,,, - - a(z)=0 T(Z)=O
' I z _ ~
M i : Yoy =0 =y My, =0
g 0 1 —
v Belka f|kcyj M,(2) : a, 0 - 2 Tp,#0 pn 0
R, i R, || m=0 2 =0 A
C% - a, =0 /ﬁA y TLA =0 A \
' ' 2||ya=0 A I1Myu=0 X
a0 A y|T,#0 1A \
Ya#0 C M, #0 ¢
aA * O () 8 TA = 0 ) O b}
- ¢ ° X
Ya=0 % My=0 A
ay + 0 _ DY TA +=0 2 D)
¢ ° | ¢ ¢
Ya# 0 A My+0 %




MJ 1.3. Zaleznosci na pola powierzchni i srodki ciezkosci figur
opisujacych rozklady momentow zginajacych
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AGH
iéAI > | ap=Tp/EL_| | yo=Mgn/E]
EJ -
D‘TD Wykresy momentow gnacych, stanowigce obcigzenie wtorne,
. M mozna podzieli¢ na proste figury geometryczne. Znajomos¢ pol tych
M ” gb figur (Q2) i potozenia ich srodka ciezkosci (c) pozwala tatwo
N/ ol wyznaczy¢ fikcyjne sity wewnetrzne (T, M).
. i J Szkic Q c
Szkic Q,c
3b
~—b —~  |Q=bh of) il
— — 2 3 8
R
c=3 bh b
- W=7z |171
bh
ol |22
LC—V CcC = B A 4‘ 2_ 5
b > 3
bh b
Ql = T C1 = g
A - wspotrzedna ekstremum funkgji




lllmJJ 1.4. Wyznaczanie wypadkowych obciazen wtérnych
AGH

Przykiad 1.1 Dane:P, |

P

-
L2 p,1
N3
1
2
lub
|/3 Q_lplz Pl
Pliser} 2 2

‘EIII""“““““I|||||IIIII|| .......

Q,=2PI? 2Pl
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mJJ 1.4. Wyznaczanie wypadkowych obciazen wtornych

Przykiad 1.2 Dane: a, g
0<z<a: My, =—qaz
2
q(z—a)
a<z<3a: Myy =—qaz— >
- 9
3a = Eqa

.. belka rzec

zywista
)

A

5

(G

A

B belka fikcyjna

) I
X< 1B




mJJ 1.5. Wyznaczanie odksztatcen belek o statej sztywnosci
- przykiady
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Przykiad 1.3
Stosujac metode obcigzen wtornych obliczy¢ ugigcie srodka belki jak na rysunku (y,,,)) oraz katy
obrotu w przekrojach podporowych (a.,, o).

Dane: EJ, q,|  Szukane: f /), o, o Szkic Q,c
Q& _
o R, bh
¢ T2
B b
‘73

1° Momenty gnace zwigzane z dziataniem sity P:

l1 ql
> E MlB_O = Rp, = as7=>
- Il ql 1 ql?
z MQP(I/Z):RPA'E=7°E:T
M
ql’ 1 1 ql? ql3
1 “=320 T| ¥ 16




M] 1.5. Wyznaczanie odksztalcen belek o stalej sztywnosci
- przykiady
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Przykiad 1.3
Stosujac metode obcigzen wtornych obliczy¢ ugigcie srodka belki jak na rysunku (y,,,)) oraz katy
obrotu w przekrojach podporowych (a.,, o).

Dane: EJ, q,|  Szukane: f /), o, o

R ™ D, Mip=0 = Ry =qii-?

ql qz*
990 =~ 5 LT 5

ql 1| q/l
L My = PG 5(5

M




MJ 1.5. Wyznaczanie odksztatcen belek o stalej sztywnosci
- przyktady

lﬂ

AGH

Przykiad 1.3
Stosujac metode obcigzen wtornych obliczy¢ ugigcie srodka belki jak na rysunku (y,,,)) oraz katy
obrotu w przekrojach podporowych (a.,, o).

Szkic Q,c
Dane: EJ, q,|  Szukane: f /), o, o
0;\1» B — c Qf < Q= @
o Rg ; 2
b I‘c_: o g

3° Momenty gnace zwigzane z dziataniem momentu M:
1

n
=) z Mig=0 = RMA=qlzl=ql
i=1

Mgua =ql> —ql-z

=== © Mougeoy= a2 Mgu=p =0

1 ql3
Qu=5-1-ql* = | Qy="-




mJJ 1.5. Wyznaczanie odksztatcen belek o stalej sztywnosci
- przyktady
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Przykiad 1.3
Stosujac metode obcigzen wtornych obliczy¢ ugigcie srodka belki jak na rysunku (y,,,)) oraz katy

obrotu w przekrojach podporowych (a.,, o).
4° Ustalanie warunkow brzegowych i obcigzenia

Dane: EJ, q,|  Szukane: f /), o, o

belki fikcyjnej:

Belka rzeczywista Belka fikcyjna
2 *0 an 0 |[Ta#0 Ag 0
yA - O 2 MA = 0 T
& I3 ql®
QP — q_ Q — q_ QM = —
16 24 2

I/6 | I/6 . . e no_
— _ 5° Reakcje belki fikcyjnej: M;,=0
R, Q, 4_.19P = j yinej Z =0 =

A B o>i_al_ ol Q, l ot -

0 3 3 4o 916 V3 3 916 B
SR v BT G ’ _ 1303
I<—><—>I Q RBZQq+QP+§QMQ EBZ 4_q8
Z__liiy=o = R,— 20, — 0, —20,+Rz=0 — 214l
L R,=20,+20,+0,-R; = |Fa= 3




MJ 1.5. Wyznaczanie odksztatcen belek o stalej sztywnosci
- przyktady
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Przykiad 1.3
Stosujac metode obcigzen wtornych obliczy¢ ugigcie srodka belki jak na rysunku (y,,,)) oraz katy

obrotu w przekrojach podporowych (a.,, o). B qi3 B
Dane: EJ, q,|  Szukane: f /), o, o Lo 16 Qg = 24 O = 23
~ 21q8® _  13qP
RA — q RB - q
48 48

6° Obliczenia katow obrotu w przekrojach podporowych:

2 _Ta|_Ra = |, 220
AT E | E] A 48E]

T3 Rg = 13q13
= — g XAp = —
Rt EJ B~ 48E]

(por. z wynikami z wyktadu nr 9
Z Podstaw wytrzymatosci materiatéw)




MJ 1.5. Wyznaczanie odksztatcen belek o stalej sztywnosci
- przyktady
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Przyktad 1.3  Dane:EJ,q,1 Szukane:f, o
Stosujac metode obcigzen wtornych obliczy¢ ugigcie srodka belki jak na rysunku (y,,,)) oraz katy
obrotu w przekrojach podporowych (a.,, o).

ql’ 5 _ql® . _21q8 o 13qP
24 A 48 B 48

~16 9 24
7° Obliczenia ugiecia srodka belki: — Mgz '

Qp

ql®
=g
l l
Qs - 6 Qup - 6
_ 37ql*

Mgz = 384E]

(por. z wynikami z wyktadu nr 9
Z Podstaw wytrzymatosci materiatéw)




l“m 1.6. Odksztatcenia belek o zmiennej sztywnosci

AGH

My (2)
Ej

Réwnanie réiniczkowe linii ugiecia belki:  EJy = ~My(2) | = 5 =

—Whioski:

Odksztatcenie belki zalezy od stosunku Mg(z)/EJ: to znaczy, ze jest wprost proporcjonalne do
momentu zginajacego M, i odwrotnie proporcjonalne do sztywnosci EJ:

— odksztatcenie belki w dowolnym przekroju nie ulegnie zmianie, jesli na zadnym jej
odcinku nie zmieni sie stosunek Mg(z)/EJ,

— zmiana odksztatcenia belki w dowolnym jej przekroju w zwigzku z n-krotnym
wzrostem sztywnosci (EJ) na pewnym odcinku, jest taka sama jak zmiana wywotana
n-krotnym zmniejszeniem momentu zginajacego (M,) w obrebie tego samego
odcinka.

Stosujgc metode obcigzen wtornych do belek o zmiennej sztywnosci, nalezy:

> przyjac stata na catej dtugosci zastepczqg sztywnos¢ belki fikcyjnej — (EJ), (zazwyczaj jest to najwigksza
sztywnos$¢ wystepujaca w obrebie belki rzeczywistej: (EJ),= (EJ)max)

» na kolejnych odcinkach ,,i”, o sztywnosciach belki rzeczywistej (EJ);, przyktada¢ do belki fikcyjnej
zastepcze obciqzenie wtorne M 4,;, wynoszace:

(ED; | gdzie:
9 (ED); M 4; - moment zginajacy wyznaczony dla odcinka ,,i ” belki rzeczywistej.

Mg,; =M




mmJJ 1.6. Odksztatcenia belek o zmiennej sztywnosci - przykiady

AGH Przyktad 1.4
Stosujagc metode obcigzen wtérnych obliczy¢ ugiecie (f,) oraz kat obrotu (a,) swobodnego

korica belki wspornikowej jak na rysunku.
Dane: EJ,P,a Szukane: f,, a,

1) Rzeczywiste momenty gngce:
My=0 Myp=-Pa Mgyc=—-2Pa—2Pa=—4Pa

_4P . . . i
@ 2) Belka fikcyjna: /i belka rzec(j\(:WlSta Ic  belka fikcyjna
b ’Zi v (¢ C
2 | 2)

sztywnosc zastepcza: (EJ),= 2E]

3) Obcigzenie zastepcze: 2E]
(ED) Mg:" = Mg~ gy = 2Mg™
Mg,i = Mg, —_— =) 4
(E’)l MB—C — MB_CE — B-C
gz g ZE] g
1
Q].:E.a.zpa Iﬁ Q]_:Paz
Q,=a-Pa = | Q, = Pa®
1
Q;=5-a-3Pa = | Q, = 1.5Pa?




mmJJ 1.6. Odksztatcenia belek o zmiennej sztywnosci - przykiady

AGH Przyktad 1.4
Stosujagc metode obcigzen wtérnych obliczy¢ ugiecie (f,) oraz kat obrotu (a,) swobodnego

korica belki wspornikowej jak na rysunku.
Dane: EJ,P,a Szukane: f,, a,

Q, = Pa* Q, = Pa* Q. = 1.5Pa?

T ]
4) Kat obrotu swobodnego konca belki: | a4 = (E]AS
z

Ta=—(Q+Q,+Q,) =—(Pa®?+ Pa* + 1.5Pa?)

7,
TA=—§Pa Q 7 a .
a, = ———Pa
(EJ),= 2E] AT 4]
5) Ugiecie swobodnego korica belki £ My
gigcie swopboanego Konca beiKl. —
A a(ER
_ 2 3 5
MA=01'§a+QZ~Ea+Q3-§a
14,
=—Pa
(EJ),= 2E] 47 3E]




